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Tarea n°1

P.1 a)Sea X una variable aleatoria tal que E[X] = 0, E[X?] = 1y E[X*] = 1. Entonces E((X? —
1)2) = E(X*) — 2E(X?) + 1 = 0, lo que significa que X? = 1 c.s. Dado que E(X) = 0, tenemos
P(X =1)=—-P(X = —1), y X es una variable de Rademacher.

b)Supongamos que m es tal que mo < 0. Para cualquier variable aleatoria X, tenemos E(X?) > 0,
lo que implica K(m) = (). Se puede probar que K(m) no es vacio si y solo si la matriz (mi4;)i >0 es
definida positiva (es decir, Y ¢;¢Gjmit; > 0 para cualquier secuencia (¢;)i>o con soporte finito).

P.2 Sea X una variable aleatoria con distribucién pu € M;(R) de soporte finito de cardinal n > 0, y
sea Y una otra variable aleatoria con distribucién v tal que v; = p; para 1 < i < 2n. Sea x1,...,x, los
atomos de p, y pongamos P(t) = [[;—(t — z;) = > ij—g ait’. Entonces, P = 0 p-c.s, lo que implica

0= E(P(X)X) = 3 aupus s
=0

para cada 0 < j < n.
Dado que v; = p; para 0 < ¢ < 2n, la ultima igualdad implica

0="> aivir; =EYIPY)).
=0

Entonces, E(P(Y)?) = 0, y por lo tanto P = 0 v-c.s, lo que significa que el soporte de Y esta incluido en
el conjunto des las raices de P. Para 1 < ig < n pongamos P;, = ﬁ [Lii, (t — ). Entonces,
itig “rip T

Py (zi) = d;4,, lo que implica
n
E(P; (X)) = Zlﬂ(%')%o = p(Tio),
1=
y el mismo para Y. Pero P;, es de grado n — 1, entonces
(zig) = E(Pi (X)) = E(P;y (V) = v(wi,).

Por lo tanto, p = v.

P.3 Supongamos que p es de soporte compacto incluido en [— K, K], con K > 0, y sea v una distribucién
con los mismos momentos. Dado que el soporte de 1 esta incluido en [— K, K], pop < K 2P para cada p > 0,
y tenemos también

vop < K* para cada p > 1. (1)

Para € > 0, pongamos t. = v(]K + €, +o0[) + v(] — 00, —K[. Si t. > 0, entonces
VP >t (K + €)% > K%

para p > goa I_{ff)t_elo SK) lo que contradice (1). Por lo tanto, t. = 0 para cada e > 0, y el soporte de

v esta en [—K, K|. Sea f una funcién continua y sea € > 0. Por el teorema de Weierstrass, existe un
polinomio P tal que ||P — fl|o -k k] < €. Entonces,

lu(f) = v(NI <lp(f) = w(P)] + [u(P) = v(P)| + [v(P) — v(f)|
<e+ 0+ e < 2e.

La ultima desigualdad vale para cada e > 0, entonces |u(f) — v(f)| = 0. Para cada funcién continua f,
v(f) = u(f), entonces v = u por el teorema de Portmanteau.
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P.4 Sea p una variable beta («, 3). Entonces por la definicién de p y por integracion por partes, para
¢ > 1 tenemos

_TIa+8) ita—10q _ \B—1
=T @) Joy &
_P@+B) [ [1 a1 o8] itoa—1 a1, \8
- T(a)T(B) ( [ﬁx (1-2) }o—i_/[o,l] g (1—=)"da
~T(a+p) ita—1 a1 Bl _ita-1_
S FT ) Joy g ) e = S e )
Entonces,
1 ita-1  ita-1 _ﬁ s+ a
“Z_1+i+%—1 R sy B Vsl § iy h

s=0

Sea (Xp)n>1 es una sucesién de variables aleatorias tal que para cada p > 1,

B s TR, @)
. = Hp-
" 8:01+a+ﬁ

Entonces para K > 0, p > 1,

1 nooo, 1
E(|Xa[, |X| > K) < S5 E(X0) p M+,

y para cada p > 1,e > 0, existe K > 0 tal que

sup (| X, |?,|X| > K) < .
n>1

Por lo tanto, la familia (X,,),>1 es p-Ul para cada p > 1. En particular, es tensa y cada subsecuencia
(Xg(n))n>1 que converge en distribucién converge también en momentos. Por (2), el limite de una subse-
cuencia que converge tiene los mismos momentos que p. Dado que p tiene un soporte compacto, por P.3,
tenemos que cada subsecuencia convergente converge a p. Entonces, (X, )n>1 converge en distribucién a

.

P.5.a Pongamos

+o0 1
Fi(z) = /0 (e, G l2) = —T(w),

para z tal que R(z) > 0. Sea z tal que R(z9) > 0, y 0 < r < R(zp). Entonces, dado que

2 p4oo . .
/ / ‘tw—le—(zo—&—re‘e)tirez@
0 0

el teorema de Fubini implica

2 oo i0 0 too o4 2 i 0
/ / tw=te=(zotre )i i gt qg :/ v (/ re (Fotre)ti el d@) dt =0,
o Jo 0 0

27 “+o00
dtdo < / / Ly~ (RG0 gt < o0
0 0

donde usamos también que z > e~*! es analitica y el teorema integral de Cauchy. Entonces, la function

F,, es analitica por el teorema integral de Cauchy. La funcién G,, es claramente analitica.
Para z € R+, tenemos por el cambio de variables u =tz

+oo 1 . 1 +o0o 1 1

/ tYT et = 7/ (u/2)"""e “du = —T'(w),
0 z Jo 2%

y entonces Gy, coincide con F,, sobre R (. Las funciones G, y F, son analiticas sobre U := {z € C, R(z) >

0} y coinciden sobre un conjunto que tiene un punto de acumulacién en U, entonces son iguales sobre U

por el teorema dado en la tarea.
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P.5.b Sea p € N. Dado que g es par,
+oo
/ 2Pg(x)dr =0

para p impar. Para p par, tenemos
+oo 1 +oo
/ 2Pg(x)dx :—/ 2P 723 exp(—|x|72/3) (exp(z'7T +iV/3]z)??) + exp(—iE — i\/§|xl2/3)) dx
0 3vrT Jo 3 3

:3\1/7? /0+°° oP=2/3 (exp(ig (1= iV3) ¥ + exp(—ig 1+ i\/§)|x2/3)> dx

Por el cambio de variables t = 22/3, obtenemos usando P.5.a

400
/ 2Pg(x)dx
0

:2\1/% /D T 421/ (exp(ig (1= iVB)t) - exp(—i% — (1+ i\/§)t)) dt

1 (ex (i) '(3/2p+1/2) exp(—i™) I'(3/2p+1/2) )
27 PU3 562 1/2) exp((—im/3)(3/2p + 1/2)i) P 23/20+1/2) exp (7 /3(3/2p + 1/2)i
_T'(3/2p+1/2)
T 23/wt3/2 /7
_T'(3/2p11/2)
T 23/wH1/2 /r

(exp(im/3(1 + (3p/2 + 1/2))) + exp(—in/3(1 + (3p/2 + 1/2)))
cos((1+ (3p/2+1/2))m/3).
Dado que p = 2k es par, tenemos que

(1+@3p/2+1/2))n/3=7/3+7/6+ kr =7/2+ km,
lo que implica
+o00
/ zPg(x)dx = 0.
0

Entonces por paridad de g,
+oo
/ zPg(x)dx = 0.

— 00

P.5.c Para p € 0,1/2], f + pg > 0 sobre R. Ademés, por P.5.b para p = 0,

/Rerpg:/Rerp/Rg:/Rf:L

lo que muestra que f + pg es una funcién de densidad.
Por P.5.b para p > 1, tenemos

+o00 +o00

P f(x)dx + p/::o 2Pg(x)dr = / aP f(x)dx.

—00

[ a @)+ potaraa = |

— 00 —0o0

Entonces X con densidad f no es UDM.

P.5.d Calculamos el momento de orden p,p > 1 de la densidad f. La densidad f es par, entonces para
p impar el momento de orden p es igual a zero. Sea p = 2k con k > 1. Entonces,

+o0 2 +o0 1 +o00
p _ 2k—2/3 C12/3Y g — 3k—1/2 _
[m 2P f(z)dx 3ﬁ/0 || exp(—|z|7°)dx ﬁ/() |¢] exp(—t)dt
1

ﬁr(3k+ 1/2),
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donde usamos el cambio de variables t = 22/% en la secunda igualdad. Por propiedades de la funcién T,
tenemos

['(3k+1/2) = (3k — 1/2)T(3k — 1/2) = ﬁ(% +1/2 —i)T(1/2) = 2°/2 ﬁ(?)p + 1 — 2i)y/7.
=1 i=1

Sea X una variable aleatoria con densidad f, y X, una variable aleatoria con densidad f+pg, p € [0,1/2].
Por lo que hicimos antes, si m es tal que si p es impar m, =0y si p es par mp, = 3p—1)(3p—3)...1,
entonces m es la secuencia de los momentos de la variable 23/2X. Por P.5.c, entonces K(m) contiene
toda la familia 23/2X,, p € [0,1/2].

P.6.a Sea pu,v dos distribuciones y p > 1 tal que u, v tienen momentos de orden p y

/R Pdu(t) = /R Pdu(t).

Entonces, para u € [0, 1],

/Rtpd(our (1—w) () = u/

R

tPdp(t) + (1 — u)/

R

Pdu(t) = /R du(t).

Por lo tanto, si u, v estan en K (m), entonces up+ (1 —u)v esta también en K (m), y K (m) es un conjunto
convexo.

P.6.b Sea (in)n>1 una secuencia en K(m). Sea ¢ > 0y K > 0 tal que 7 < e. Dado que p, € K(m),
por la desigualdad de Chebyshev,

(K, K]) < 22 <e.

Entonces la secuencia ( Mn)nzl es tensa, y existe una subsecuencia (u¢(n))n21 que converge en distribucién
a una distribucién p. Por la misma deduccién que en P4, € K(m), y K(m) es compacto.

P.7 Sea ®x la transformada de Fourier de X, y sea r > 0 tal que >, Enp™ < oo. Entonces para
0 <t < r, la esperanza E(exp(t|X|)) es finita. Por lo tanto, para z € C tal que —r < J(z) < r, la funcién
®x(z) = E(exp(izX)) es bien definida, holomorfa, y coincide con 3°°, B (iz)"™ sobre B(0,r). Ademas,
&)X = $x sobre R.

Sea X' una otra variable aleatoria con los mismos momentos. De igual manera, podemos definir
una function @y, holomorfa sobre H, := {z € C,—r < 3(2) < 7} tal que by = Py sobre R y

Oy = > om0 & (iz)™ sobre B(0,). Las funciones holomorfas ®x y ®x- coinciden sobre B(0,r), entonces

dx y @y coinciden sobre H, por el teorema dado en P.5.a. En particular, coinciden sobre R lo que
implica ®x = ®x,. Las dos variables aleatorias tienen la misma transformada de Fourier, entonces por

el teorema de Levy tienen la misma distribuciéon y X es UDM.

P.8.a Los momentos de una variable gaussiana N (0, 1) son dados por moj = % y mok+1 =0, k > 1.

Por lo tanto, para cada r > 0,
mak o r2k

@ T R o
y el radio de convergencia de la serie de Laplace de N(0, 1) es infinito. Por P.7, N(0,1) es UDM.

P.8.b Sea p > 1. Entonces

B(Y?) = Blexp(pN)) == [ exp(pt) exp(—r[2/2)

_exp(p?/2)

N /R exp(—[t — p[2/2)dt = exp(p?/2).

Para cada r > 0,
T,pexp(lf/?)
p,lexp((pp;l)Q/Q) =rexp((2p—1)/2)/p pﬁoo> 00,
rp—1expU(p—1)°/2)
(p—1)!
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entonces la serie de Laplace de Y tiene un radio de convergencia nulo.
Admitimos el teorema siguiente :

Teorema Sea X una variable de densidad f positiva sobre R,. Si

dt < 400,

/+°° —log f(t)
0 1412

entonces X no es UDM.

P.9.a Mostramos primero que Y tiene una densidad. Sea g una funcién acotada y medible sobre R.
Con el cambio de variable u = exp(t), tenemos

2
—t—)dt

B(o(¥)) = Blalexp(N))) == [ alexp(r)) exp(~

1 log(u)? . du
=— u) exp(— —.
| exp(—l20”)
Entonces, Y tiene la densidad f(t) = NV T
_ log(t)?
2

—log f(t) + log(t) + %log(w).

Por lo tanto, — log f(t) < C(1++/t) sobre R+ para C suficientemente grande. Eso implica que f0+°° _lli%gt) dt <
400, y Y no es UDM.

P.9.b De igual manera, calculamos primero la densidad de Z. Para g medible y acotada sobre R,
tenemos con el cambio de variable u = 3

E(9(2)) = Bg(W*)) = [ g(t%) exp(~t)a

+
du
_ _.,1/3
= [, stwexp(—u'/) 2

exp(—tl/S)

3275 - Dado que

Entonces, Z tiene la densidad f(t) =

2
—log f(t) = t*/? —log 3 — 3 log(t),

tenemos que

1 t
/ ogf(z) < +o0,
Rso 1+1

y Z no es UDM.



